
Journées du Groupe de Travail en Modélisation Géométrique 2023, Strasbourg

Jointure G
2 de deux courbes par une courbe de Bézier

rationnelle à points massiques de contrôle

Lionel Garnier 1, Jean-Paul Bécar2 et Laurent Fuchs3

lgarnier@u-bourgogne.fr (Lionel Garnier)
jean-paul.becar@univ-valenciennes.fr (Jean-Paul Bécar)
Laurent.Fuchs@univ-poitiers.fr (Laurent Fuchs)

1 Laboratoire Informatique de Bourgogne, Université de Bourgogne, 21000 Dijon
2 Université de Valenciennes, LAMAV-CGAO, UMR CNRS 2956, 59313 Valenciennes
3 IXLIM-SIC, UMR CNRS 7252, Université de Poitiers, SP2MI, 86962 Futuroscope Chasseneuil

Résumé

Cet article s’intéresse aux jointures entre deux courbes données par une courbe de Bézier rationnelle quintique à

points massiques de contrôle. Pour ce faire, les propriétés différentielles de ces courbes de Bézier fournissent les

formules de calcul des courbures en 0 et 1 ainsi que le cercle osculateur idoine. Chaque jointure présente deux

degrés de liberté où deux points appartiennent chacun à une droite. Si la jointure G
2 est aussi une jointure C2 alors

la solution est unique. Après le cas d’école d’une jointure entre un cercle et une droite et en guise d’illustration des

résultats, deux exemples de jointures entre les boucles d’un Folium de Descartes et d’une Lemniscate de Bernouilli

sont présentés aux lecteurs.

Mots-clés : Courbe de Bézier, points massiques, cour-
bure, cercle osculateur, jointures

1. Introduction

Les courbes de Bézier sont les courbes à points de
contrôle le plus simple et ont été inventées par Pierre Bé-
zier [Béz86] chez Renault et Paul de Faget de Casteljau
[Cas85] chez Citroën. Ces courbes sont le lieu barycen-
trique de points pondérés [Far92,Far99,PT89]. Se pose alors
le problème de l’existence de ces barycentres lorsque la
somme des poids s’annule [Gou83, Lad02, Lad03] puisque
dans ce cas, le barycentre n’existe plus et le résultat donne
un vecteur. La solution qui généralise la notion de bary-
centre consiste à utiliser des points massiques [FJ89, FJ92].
En utilisant ce concept, à l’aide de changement de para-
mètre homographique, il est possible de déterminer les pro-
priétés des coniques propres [Béc97, GB16, BG14] ce qui
est impossible en utilisant le concept de géométrie pro-
jective [PT95]. De plus, cette modélisation étant indépen-
dante de la structure métrique ou pseudo-métrique, il est
possible de l’utiliser dans l’espace de Minkowski-Lorentz
[LSD∗14,DLG13,GB17,GBD∗19,GBD∗20] pour représen-
ter des surfaces canal [GBD17, GBMF15]. Il est possible

aussi, via ce modèle, de construire des cyclides de Dupin
en tant que surfaces de subdivisions [GDB∗21b,GDB∗21a].
Dans cet article, nous nous focalisons sur la jointure G

2

entre deux courbes par une courbe de Bézier rationnelle
quintique à points massiques de contrôle..

Dans le paragraphe 2, nous faisons un rappel sur les points
massiques et les courbes de Bézier à points massiques de
contrôle. Dans le paragraphe 3, nous faisons un rappel sur
les types de jointure. Dans le paragraphe 4, nous faisons un
rappel sur les propriétés différentielles, vecteurs tangents et
courbures, des courbes de Bézier rationnelles à points mas-
siques de contrôle aux extrémités i.e. en 0 et en 1. Avant de
conclure et de donner des perspectives, dans le paragraphe 5,
nous donnons les méthodes pour réaliser une jointure G

2

entre deux courbes par une courbe de Bézier à points mas-
siques de contrôle. Nos donnons deux exemples de jointure
(une G

2 et C1 et l’autre G
2 et C1) entre une boucle d’une

Lemniscate de Bernouilli et une boucle d’un Folium de Des-
cartes.

2. Ensemble des points massiques

Dans ce paragraphe, nous nous plaçons dans les plans vec-

toriel
−→P et affine P , ceux-ci peuvent être remplacés par tout
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espace affine E de dimension n, n ∈ N
∗ − {1;2}, d’espace

vectoriel attaché
−→E . Le plan affine est muni du repère ortho-

normé direct (O;−→ı ;−→ ).

2.1. Définition

L’ensemble des vecteurs du plan vectoriel
−→P et des points

pondérés du plan affine P sont regroupés dans l’espace P̃
défini par :

P̃ =
(
P × R

∗
)

∪
(−→P × {0}

)
(1)

et il est possible d’identifier P̃ à P̃ =
−→P ⊕ −→

R . L’idée est
de considérer le plan affine P comme un hyperplan de P̃
d’équation ω = 1 : la coordonnée supplémentaire représente
le poids du point pondéré. Un point massique est soit un
point pondéré du plan P , soit un vecteur du plan vectoriel−→P à qui nous affectons un poids nul.

Rappelons que le barycentre d’une famille de points pon-
dérés dont la somme des poids est nul n’est pas un point,
mais le vecteur :

−→u =
∑

i∈I

ωi
−−−→
MAi

qui est indépendant du point M . Il est donc naturel de re-
grouper dans un même espace les points pondérés de P et

les vecteurs de
−→P , identifié à l’hyperplan de P̃ d’équation

ω = 0. Nous pouvons ainsi généraliser la notion de bary-
centre aux familles des points pondérés dont la somme des
poids est nulle.

Afin de pouvoir manipuler, de façon très simple et très
pédagogique, les coordonnées des points ou des vecteurs,
nous définissons l’opération d’addition en utilisant que des
concepts faisant intervenir des transformations affines ou
vectorielles planes. Ainsi, l’addition sur l’espace P̃ , notée
⊕, est définie de la façon suivante :

• ω + µ = 0 implique :

(M ;ω)⊕ (N ;µ) = (M ;ω)⊕ (N ;−ω)

=
(

ω
−−→
NM ;0

)

• (M ;ω)⊕ (M ;−ω) =
(

ω
−−−→
MM ;0

)
=
(−→

0 ;0
)

• ω + µ 6= 0 implique :

(M ;ω)⊕ (N ;µ) =
(
bar

{
(M ;ω) ; (N ;µ)

}
;ω + µ

)

• (−→u ;0)⊕ (−→v ;0) = (−→u + −→v ;0)

• ω 6= 0 =⇒ (M ;ω)⊕ (−→u ;0) =
(

T 1
ω

−→u (M) ;ω
)

où

T−→v est la translation de P de vecteur −→v .

Remarquons que le barycentre des points pondérés (M ;ω)

et (N ;µ), avec la condition ω + µ 6= 0, s’exprime très faci-
lement en utilisant la translation :

(M ;ω)⊕ (N ;µ) =

(M ;ω + µ) ⊕ (M ;−µ) ⊕ (N ;µ) =

(M ;ω + µ)⊕
(

µ
−−→
MN ;0

)
=

(
T µ

ω+µ

−−→
MN

(M) ;ω + µ

)
(2)

et si α, µ et ω sont trois nombres non nuls, nous avons :

(M ;αω)⊕ (α−→u ;0) =
(

T 1
ω

−→u (M) ;αω

)
(3)

d’une part et :

(M ;αω)⊕ (N ;αµ) =
(
bar

{
(M ;ω) ; (N ;µ)

}
;α (ω + µ)

)
(4)

d’autre part. De plus, si ω + µ 6= 0, alors, nous avons :

(M ;ω)⊕ (M ;µ) = (M ;ω + µ) (5)

Sur l’espace P̃ , nous définissons la multiplication par un
scalaire, notée ⊙, de la façon suivante :

• α 6= 0 =⇒ α ⊙ (M ;ω) = (M ;α ω)

• ω 6= 0 =⇒ 0 ⊙ (M ;ω) =
(−→

0 ;0
)

• α ⊙ (−→u ;0) = (α−→u ;0)
Notons que la multiplication α⊙(M ;ω) permet d’exhiber la
différence profonde entre l’ensemble des points massiques et
l’utilisation des coordonnées homogènes dans le cadre de la
géométrie projective. De plus, la formule (3) peut s’écrire :

(M ;αω)⊕ (α−→u ;0) = α ⊙ ((M ;ω)⊕ (−→u ;0)) (6)

2.2. Courbes de Bézier rationnelles dans P̃
Pour tout entier n non nul, Bi,n (t) désigne le 1 + i-ème

polynôme de Bernstein.

Définition 1 (Courbe de Bézier rationnelle)

Soit (Pi;ωi)i∈[[0;n]] n + 1 points massiques de P̃ .

Soit I l’ensemble des indices des points massiques ayant des
poids non nuls.

Soit J l’ensemble des indices des points massiques ayant des
poids nuls.

Soit la fonction ωf définie sur [0;1] par :

ωf (t) =
∑

i∈I

ωi × Bi,n (t)

Un point massique (M ;ω) ou (−→u ;0) appartient à la courbe
de Bézier de points massiques de contrôle (Pi;ωi)i∈[[0;n]] ,

notée BR

{
(Pi;ωi)i∈[[0;n]]

}
, s’il existe un réel t0 de [0;1]

tel que :
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• si ωf (t0) 6= 0 alors, nous avons :




−−→
OM =

1

ωf (t0)

∑

i∈I

ωiBi,n (t0)
−−→
OPi

+
1

ωf (t0)

∑

i∈J

Bi,n (t0)
−→
Pi

ω = ωf (t0)

(7)

• si ωf (t0) = 0 alors, nous avons :

−→u =
∑

i∈I

ωiBi,n (t0)
−−→
OPi

+
∑

i∈J

Bi,n (t0)
−→
Pi

(8)

L’ensemble I est toujours non vide. Si J l’est aussi, nous

avons une partie affine
(−−→

OPi

)
i∈I

et une partie vectorielle
(−→

Pi

)
i∈J

.

Soit la fonction :

χ : R −→ R
∗

0 7−→ 1
t 7−→ t

(9)

En posant P̃k =
−−→
OPk si ωk 6= 0 et P̃k =

−→
Pk si ωk = 0,

l’équation (7) s’écrit :

M̃ =
1

n∑

k=0

ωkBk,n (t)

n∑

k=0

χ (ωk)Bk,n (t) P̃k (10)

où M̃ est un point massique avec M̃ =
−−→
OM si

n∑

k=0

ωkBk,n (t) 6= 0 et M̃ =
−→
M dans le cas contraire.

3. Courbures et jointures géométriques

Définition 2 (Courbure d’une courbe) :

Soit γ une courbe plane définie par une paramétrisation ré-
gulière γ de classe au moins C2.

La courbure ρ (t0) ou † ργ (t0) à la courbe γ en un point
γ (t0) est définie par :

ρ (t0) =

∣∣∣∣∣det

(−→
dγ

dt
(t0) ;

−−→
d2γ

dt2
(t0)

)∣∣∣∣∣
∥∥∥∥

−→
dγ

dt
(t0)

∥∥∥∥
3

(11)

†. Cas où plusieurs courbes sont mises en jeu.

Le cercle osculateur à une courbe γ, en un point M0 où la
courbure n’est pas nulle, est le cercle qui approxime [Lad02,
BG92] le mieux l’arc de courbe au voisinage du point M0 et
c’est le seul cercle tangent à γ en M0 qui a au moins trois
points communs avec γ. Le rayon de courbure R(t0) de
ce cercle est l’inverse de la courbure ρ (t0) à la courbe en ce
point et est donné par :

R(t0) =
1

ρ (t0)
(12)

Si la courbure ρ (t0) est nulle, le rayon de courbure R(t0)
est infini c’est-à-dire que le centre du cercle osculateur est

rejeté à l’infini [Aud06]. Si

−−→
d2γ

dt2
(t0) n’est pas colinéaire à

−→
dγ

dt
(t0), le centre de courbure Ω(t0) du cercle osculateur

en M0 est déterminé par :
−−−−−−→
M0Ω(t0) = R(t0)

−→
n

p (t0) (13)

où
−→
np (t0) ou ‡

−→
n

p
γ (t0) est le vecteur normal principal à

γ au point γ (t0) c’est-à-dire le vecteur normal et unitaire
vérifiant :

−→
n

p (t0) •
−−→
d2γ

dt2
(t0) > 0 (14)

Définition 3 (Jointure géométrique)

Soit γ0 et γ1 deux courbes planes définies respectivement
sur [a;b] et [c;d].
La jointure géométrique entre γ0 et γ1 est :
— G

0 si γ0 (b) = γ1 (c) ;

— G
1 si γ0 (b) = γ1 (c) et

−−→
dγ0

dt
(b) et

−−→
dγ1

dt
(c) sont non

nuls et colinéaires c’est-à-dire que les tangentes sont les
mêmes au point de contact ;

— G
2 si la jointure est G

1 est ργ0 (b) = ργ1 (c) et−→
n

p
γ0

(t0) =
−→
n

p
γ1

(t0) c’est-à-dire que les cercles oscula-
teurs sont les mêmes au point de contact.

Finissons ce paragraphe par un exemple expliquant la dif-
férence entre une jointre G

1 et une jointure C1. Considérons
les segments de droites compris entre les points A (−1;1)
et O d’une part et O et B (1;1) d’autre part. L’union de
ces deux courbes est la courbe représentative de la fonction
valeur absolue sur [−1;1] et la tangente à la courbe repré-
sentative de cette fonction 0 n’existe pas : la jointure entre
ces deux segments n’est pas G

1. Une représentation para-
métrique du segment [AO] est donnée par :

γ1 (t) =

(
t3

−t3

)
(15)

‡. Cas où plusieurs courbes sont mises en jeu.
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où t ∈ [−1;0]. Une représentation paramétrique du segment
[OB] est donnée par :

γ2 (t) =

(
t2

t2

)
(16)

où t ∈ [0;1]. Nous avons :

−→
γ

′
1 (t) =

(
3t2

−3t2

)
(17)

et :

−→
γ

′
2 (t) =

(
2t

2t

)
(18)

Ainsi, nous avons :

−→
γ

′
1 (0) =

(
0
0

)
=

−→
γ

′
2 (0)

La jointure entre les courbes γ1, définissant le segment
[AO], et γ2, définissant le segment [OB] est C1et s’effectue
sur un point stationnaire.

4. Propriétés différentielles des courbes de Bézier en 0
et 1

Lemme 1 :

Soit γ une courbe définie par
−−−→
Oγ (t) =

1

d (t)

−−→
n(t). Alors :

— le vecteur tangent est :

d
−→
Oγ

dt
(t) =

1

d (t)

d
−−→
n(t)

dt
− d′ (t)

(d (t))2

−−→
n(t) (19)

— le vecteur accélération est :

d2−→
Oγ

dt2
(t)

= −
d′′ (t)d (t)− 2

(
d′ (t)

)2

(d (t))3

−−→
n(t)

− 2
d′ (t)

(d (t))2

−→
dn

dt
(t) +

1

d (t)

−−→
d2n

dt2
(t)

(20)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

:

— Evident
— Nous avons :

d

dt

(
1

d (t)

−→
dn

dt
(t)

)
=

− d′ (t)

(d (t))2

−→
dn

dt
(t)+

1

d (t)

−−→
d2n

dt2
(t)

d’une part et :

d

dt

(
d′ (t)

(d (t))2

−−→
n(t)

)

=
d′ (t)

(d (t))2

−→
dn

dt
(t)

+
d′′ (t)(d (t))2 − 2

(
d′ (t)

)2
d (t)

(d (t))4

−−→
n(t)

d’autre part.

�

4.1. Etude en t = 0

Soit n un entier supérieur ou égal à 3, ω0 non nul. En

posant P̃k =
−−−→
P0Pk si ωk 6= 0 et P̃k =

−→
Pk si ωk = 0, l’équa-

tion (9) s’écrit :

M̃ =
1

n∑

k=0

ωkBk,n (t)

n∑

k=1

χ (ωk)Bk,n (t) P̃k (21)

avec M̃ =
−−−→
P0M si

n∑

k=0

ωkBk,n (t) 6= 0 et M̃ =
−→
M dans le

cas contraire.

Nous avons :

Théorème 1 ( Vecteur vitesse en 0 à une courbe de Bézier

de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Soit ω0 un réel non
nul. Soit γ une courbe de Bézier de points massiques de
contrôle (P0;ω0), (P1;ω1) et ...

Deux cas sont à distinguer :

— si ω1 = 0 et
−→
P1, le vecteur vitesse à la courbe en P0 est :

d

dt

−−−−→
Oγ (0) =

n

ω0

−→
P1 (22)

— si ω1 6= 0, le vecteur vitesse à la courbe en P0 est :

d

dt

−−−−→
Oγ (0) = n

ω1

ω0

−−−→
P0P1 (23)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

:

Soit n un entier supérieur ou égal à 2, ω0 non nul. nous
avons :

−−−−→
P0n(t) = χ (ω1)nt (1 − t)n−1

P̃1

+

n∑

k=2

χ (ωi)Bk,n (t) P̃k
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et :

d

dt

−−→
P0n(t)

= χ (ω1)n
(
(1 − t)n−1 − t (n − 1)(1 − t)n−2

)
P̃1

+

n∑

k=2

χ (ωi)
d

dt
Bk,n (t) P̃k

ce qui conduit à :




−−−−→
P0n(0) =

−→
0

d

dt

−−−−→
P0n(0) = nχ (ω1) P̃1

Nous avons :

d (t) = ω0 (1 − t)n + ω1nt (1 − t)n−1 +

n∑

k=2

ωiBk,n (t)

d’où :

d′ (t) = −ω0n(1 − t)n−1

+ ω1n
(
(1 − t)n−1 − (n − 1)t (1 − t)n−2

)

+

n∑

k=2

ωi
d

dt
Bk,n (t)

ce qui conduit à :
{

d (0) = ω0

d′ (0) = −ω0n + nω1

En utilisant la formule (19), nous avons :

d
−−−−→
P0γ (0)

dt
=

1

ω0
nχ (ω1) P̃1

et deux cas sont à distinguer.

— si ω1 = 0. Alors χ (ω1) = 1 et nous obtenons :

d
−−−−→
P0γ (0)

dt
=

n

ω0

−→
P1

— si ω1 6= 0. Alors χ (ω1) = ω1 et nous obtenons :

d
−−−−→
P0γ (0)

dt
=

nω1

ω0

−−−→
P0P1

�

Nous avons :

Théorème 2 ( Vecteur accélération en 0 à une courbe de

Bézier de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Soit ω0 un réel non
nul. Soit γ une courbe de Bézier de points massiques de
contrôle (P0;ω0), (P1;ω1), (P2;ω2) et ...

Le vecteur accélération est :

d2−−→
P0γ

dt2
(0) = 2n

(
ω0 − nω1

ω2
0

)
χ (ω1) P̃1

+
1

ω0
n(n − 1)χ (ω2) P̃2

(24)

et quatre cas sont à distinguer :

— si ω1 = ω2 = 0, le vecteur accélération à la courbe en P0

est :

d2−−→
P0γ

dt2
(0) =

2n

ω0

−→
P1 + n

n − 1

ω0

−→
P2 (25)

— si ω1 6= 0 et ω2 = 0, le vecteur accélération à la courbe
en P0 est :

d2−−→
P0γ

dt2
(0)

= 2n

(
ω0 − nω1

ω2
0

)
ω1

−−−→
P0P1

+
1

ω0
n(n − 1)

−→
P2

(26)

— si ω1 = 0 et ω2 6= 0, le vecteur accélération à la courbe
en P0 est :

d2−−→
P0γ

dt2
(0) =

2n

ω0

−→
P1 +

ω2

ω0
n(n − 1)

−−−→
P0P2 (27)

— si ω1ω2 6= 0 le vecteur accélération à la courbe en P0

est :

=
d2−−→

P0γ

dt2
(0)

= 2n

(
ω0 − nω1

ω2
0

)
ω1

−−−→
P0P1

+
ω2

ω0
n(n − 1)

−−−→
P0P2

(28)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

:

cf. annexe A

�

Il reste à calculer la courbure, et comme pour tous vec-
teurs −→v0 et −→v1 et pour tous réels α, β et λ nous avons :

det(α−→v0 + β−→v1;λ−→v1) = αλdet(−→v0;−→v1)

nous pouvons énoncer :

Théorème 3 ( Courbure en 0 à une courbe de Bézier de

degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Soit ω0 un réel non
nul. Soit γ une courbe de Bézier de points massiques de
contrôle (P0;ω0), (P1;ω1), (P2;ω2) et ...
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La courbure ρ (0) en 0 est :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω0 (n − 1)χ (ω2)det


 1∥∥∥P̃1

∥∥∥
P̃1; P̃2




nχ (ω1)2
∥∥∥P̃1

∥∥∥
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(29)

et quatre cas sont à distinguer :

— si ω1 = ω2 = 0, la courbure ρ (0) à la courbe en P0 est :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω0 (n − 1)det


 1∥∥∥−→

P1

∥∥∥
−→
P1;

−→
P2




n

∥∥∥−→
P1

∥∥∥
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(30)

— si ω1 6= 0 et ω2 = 0, la courbure ρ (0) à la courbe en P0

est : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω0 (n − 1)det


 1∥∥∥−−−→

P0P1

∥∥∥
−−−→
P0P1;

−→
P2




nω2
1

∥∥∥−−−→
P0P1

∥∥∥
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(31)

— si ω1 = 0 et ω2 6= 0, la courbure ρ (0) à la courbe en P0

est : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω0 (n − 1)ω2 det


 1∥∥∥−→

P1

∥∥∥
−→
P1;

−−−→
P0P2




n

∥∥∥−→
P1

∥∥∥
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(32)

— si ω1ω2 6= 0, la courbure ρ (0) à la courbe en P0 est :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω0 (n − 1)ω2 det


 1∥∥∥−−−→

P0P1

∥∥∥
−−−→
P0P1;

−−−→
P0P2




nω2
1

∥∥∥−−−→
P0P1

∥∥∥
2‘

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(33)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

:

La courbure est :

ρ (0) =

∣∣∣∣
n2

ω2
0

(n − 1)χ (ω2)χ (ω1)det
(

P̃1; P̃2

)∣∣∣∣
∣∣∣ 1

ω0
nχ (ω1)

∣∣∣
3∥∥P̃1

∥∥3

=

∣∣∣∣∣∣∣

ω0 (n − 1)χ (ω2)det
(

P̃1; P̃2

)

nχ (ω1)2
∥∥∥P̃1

∥∥∥
3

∣∣∣∣∣∣∣

et il suffit de distinguer les quatre cas.

�

Trivialement, nous pouvons énoncer :

Corollaire 1 ( Courbure nulle en 0 à une courbe de Bézier

de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Soit ω0 un réel non
nul. Soit γ une courbe de Bézier de points massiques de
contrôle (P0;ω0), (P1;ω1), (P2;ω2) et ...

La courbure en 0 est nulle si :

det
(

P̃1; P̃2

)
= 0 (34)

et quatre cas sont à distinguer :

— si ω1 = ω2 = 0, les vecteurs
−→
P1 et

−→
P2 sont colinéaires.

— si ω1 6= 0 et ω2 = 0, le vecteur
−→
P2 est un vecteur direc-

teur de la droite (P0P1).

— si ω1 = 0 et ω2 6= 0, le vecteur
−→
P1 est un vecteur direc-

teur de la droite (P0P2).
— si ω1ω2 6= 0, les points P0, P1 et P2 sont alignés.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

:

∣∣∣∣∣∣∣∣

ω0 (n − 1)χ (ω2)det
(

P̃1; P̃2

)

nχ (ω1)2
∥∥∥P̃1

∥∥∥
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒

det
(

P̃1; P̃2

)
= 0

�

4.2. Etude en t = 1

En posant P̃k =
−−−→
PnPk si ωk 6= 0 et P̃k =

−→
Pk si ωk = 0,

l’équation (9) s’écrit :

M̃ =
1

n∑

k=0

ωkBk,n (t)

n−1∑

k=0

χ (ωk)Bk,n (t) P̃k (35)
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avec M̃ =
−−−→
PnM si

n∑

k=0

ωkBk,n (t) 6= 0 et M̃ =
−→
M dans le

cas contraire.

Etant donné les propriétés des courbes de Bézier et en par-
ticulier des polynômes de Bernstein, nous pouvons énoncer :

Théorème 4 ( Vecteur vitesse en 1 à une courbe de Bézier

de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Soit ωn un réel non
nul. Soit γ une courbe de Bézier de points massiques de
contrôle ..., (Pn−1;ωn−1) et (Pn;ωn).

Deux cas sont à distinguer :

— si ωn−1 = 0, le vecteur vitesse à la courbe en Pn est :

d

dt

−−−−→
Oγ (1) = − n

ωn

−−−→
Pn−1 (36)

— si ω1 6= 0, le vecteur vitesse à la courbe en P0 est :

d

dt

−−−−→
Oγ (1) = −n

ωn−1

ωn

−−−−−→
PnPn−1 (37)

De même, nous avons :

Théorème 5 ( Vecteur accélération en 1 à une courbe de

Bézier de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Soit ωn un réel non
nul. Soit γ une courbe de Bézier de points massiques de
contrôle ..., (Pn−2;ωn−2), (Pn−1;ωn−1) et (Pn;ωn).

Le vecteur accélération est :

d2−−→
Pnγ

dt2
(1)

= −2n

(
ωn − nωn−1

ω2
n

)
χ (ωn−1) P̃n−1

+
1

ωn
n(n − 1)χ (ωn−2) P̃n−2

(38)

et quatre cas sont à distinguer :

— si ωn−1 = ωn−2 = 0, le vecteur accélération à la courbe
en Pn est :

d2−−→
Pnγ

dt2
(1) =

2n

ωn

−−−→
Pn−1 + n

n − 1

ωn

−−−→
Pn−2 (39)

— si ω1 6= 0 et ω2 = 0, le vecteur accélération à la courbe
en Pn est :

d2−−→
Pnγ

dt2
(1)

= 2n

(
ωn − nωn−1

ω2
n

)
ωn−1

−−−−−→
PnPn−1

+
1

ωn
n(n − 1)

−−−→
Pn−2

(40)

— si ω1 = 0 et ω2 6= 0, le vecteur accélération à la courbe

en Pn est :

d2−−→
Pnγ

dt2
(1)

=
2n

ωn

−−−→
Pn−1

+
ωn−2

ωn
n(n − 1)

−−−−−→
PnPn−2

(41)

— si ωn−1ωn−2 6= 0 le vecteur accélération à la courbe en
Pn est :

d2−−→
Pnγ

dt2
(1)

= 2n

(
ωn − nωn−1

ω2
n

)
ωn−1

−−−−−→
PnPn−1

+
ωn−2

ωn
n(n − 1)

−−−−−→
PnPn−2

(42)

Nous pouvons énoncer :

Théorème 6 ( Courbure en 1 à une courbe de Bézier de

degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Soit ωn un réel non
nul. Soit γ une courbe de Bézier de points massiques de
contrôle ..., (Pn−2;ωn−2), (Pn−1;ωn−1) et (Pn;ωn).

La courbure ρ (1) en 1 est :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωn (n − 1)χ(ωn−2)det


 1∥∥∥P̃n−1

∥∥∥
P̃n−1; P̃n−2




nχ(ωn−1)2
∥∥∥P̃n−1

∥∥∥
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(43)

et quatre cas sont à distinguer :

— si ωn−1 = ωn−2 = 0, la courbure ρ (1) à la courbe en
Pn est :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωn (n − 1)det

(
1∥∥−−−→

Pn−1;
∥∥

−−−→
Pn−1;

−−−→
Pn−2

)

n
∥∥−−−→

Pn−1

∥∥2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(44)

— si ωn−1 6= 0 et ωn−2 = 0, la courbure ρ (1) à la courbe
en Pn est :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωn (n − 1)det

(
1∥∥−−−−−→

PnPn−1

∥∥
−−−−−→
PnPn−1;

−−−→
Pn−2

)

nω2
n−1

∥∥−−−−−→
PnPn−1

∥∥2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(45)

— si ω1 = 0 et ω2 6= 0, la courbure ρ (1) à la courbe en Pn
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est :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωn (n − 1)ω2 det

(
1∥∥−−−→

Pn−1

∥∥
−−−→
Pn−1;

−−−−−→
PnPn−2

)

n
∥∥−−−→

Pn−1

∥∥2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(46)

— si ωn−1ωn−2 6= 0, la courbure ρ (1) à la courbe en Pn
est :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ωn (n − 1) ω2 det

(
1∥∥−−−−−−→

PnPn−1

∥∥
−−−−−−→

PnPn−1;
−−−−−−→

PnPn−2

)

nω2
n−1

∥∥−−−−−−→

PnPn−1

∥∥2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(47)

Trivialement, nous pouvons énoncer :

Corollaire 2 ( Courbure nulle en 1 à une courbe de Bézier

de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Soit ω0 un réel non
nul. Soit γ une courbe de Bézier de points massiques de
contrôle ..., (Pn−2;ωn−2), (Pn−1;ωn−1) et (Pn;ωn).

La courbure en 0 est nulle si :

det
(

P̃n−1; P̃n−2

)
= 0 (48)

et quatre cas sont à distinguer :

— si ωn−1 = ωn−2 = 0, les vecteurs
−−−→
Pn−1 et

−−−→
Pn−2 sont

colinéaires.
— si ωn−1 6= 0 et ωn−2 = 0, le vecteur

−−−→
Pn−2 est un vec-

teur directeur de la droite (PnPn−1).

— si ωn−1 = 0 et ωn−2 6= 0, le vecteur
−−−→
Pn−1 est un vec-

teur directeur de la droite (PnPn−2).
— si ωn−1ωn−2 6= 0, les points Pn, Pn−1 et Pn−2 sont

alignés.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

:

∣∣∣∣∣∣∣∣

ωn (n − 1)χ (ωn−2)det
(

P̃n−1; P̃n−2

)

nχ (ωn−1)2
∥∥∥P̃n−1

∥∥∥
3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇐⇒

det
(

P̃n−1; P̃n−2

)
= 0

�

5. Jointure G
2 entre deux courbes par une courbe de

Bézier de degré n

Notation 1 :
Aff {A;B} désigne la droite affine passant par les points A

et B.
Aff {A;−→u } désigne la droite affine passant par le point A

et de vecteur directeur −→u .

5.1. Préambule

Commençons par la construction de ligne de niveau via
un déterminant.

Proposition 1 (Droite définie comme ligne de niveau d’un

déterminant) :
Soit A (xA;yA) et B (xB ;yB) deux points distincts et ̺ un
nombre réel et −→v un vecteur non nul.

1. Soit −→v1 =
1

AB

−→
AB ou −→v1 =

1

‖−→v ‖
−→v .

2. Soit −→v2 = − (−→v1 • −→ )−→ı + (−→v1 • −→ı )−→ .

3. Soit H défini par
−−→
AH = ̺−→v2.

4. Soit M défini par
−−→
HM = λ−→v1 où λ ∈ R.

Alors, lorsque λ décrit R, le point M décrit la droite passant
par le point H et de vecteur directeur −→v1 si et seulement si :

det
(

−→v1;
−−→
AM

)
= ̺ (49)

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

:

Soit −→v1 (a;b) avec a2 + b2 = 1. Soit −→v2 = (−b;a).

Soit H défini par
−−→
AH = ̺−→v2 .

Nous avons
−−→
AH = (−̺b;̺a)

det
(

−→v1;
−−→
AM

)
= det

(
−→v1;

−−→
AH

)
+ det

(
−→v1;

−−→
HM

)

= det
(

−→v1;
−−→
AH

)
+ det(−→v1;λ−→v1)

= det
(

−→v1;
−−→
AH

)

Or :

det
(

−→v1;
−−→
AH

)
=

∣∣∣∣
a −̺b

b ̺a

∣∣∣∣= ̺
(
a

2 + b
2)= ̺

�

Notons que nous avons :

det
(

−→v1;
−−→
AH

)
= −→v2 • −−→

AH = ̺

ce qui permet de faire le lien avec la notion de ligne de ni-
veau.
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Corollaire 3 ( ) :
En reprenant les hypothèses et la construction du point H

dans la proposition 1, la base (−→v1;−→v2) est directe.

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

Démonstration
✿

:

det(−→v1;−→v2) = −→v2 • −→v2 = 1

et :

det(−→v1;−→v2)

= ‖−→v1‖ × ‖−→v2‖ × sin ̂(−→v1;−→v2)

= sin ̂(−→v1;−→v2)

ce qui conduit à :

sin ̂(−→v1;−→v2) = 1

d’où :

̂(−→v1;−→v2) ≡ π

2
[π]

�

Lorsque le point pondéré est remplacé par le vec-

teur
−→
P2, le déterminant det

(
−→v1;

−−→
AM

)
est remplacé par

det
(

−→v1;
−→
M

)
et il n’y a plus de point. La démarche est très

ressemblante, il suffit d’écrire :
−→
M = ̺−→v2 + λ−→v1

car :

det
(

−→v1;
−→
M

)
= det(−→v1;̺−→v2 + λ−→v1)

= ̺ det(−→v1;−→v2)︸ ︷︷ ︸
=1

+λ det(−→v1;−→v1)︸ ︷︷ ︸
=0

= ̺

et la formule (49) est remplacée par :

det(−→v1;̺−→v2 + λ−→v1) = ̺ (50)

mais, si ̺ 6= 0, lorsque λ décrit R, le vecteur ̺−→v2 + λ−→v1

n’appartient pas à une droite vectorielle.

5.2. Jointures entre un arc de cercle et un segment

Cet exemple est un cas « école » puisque le cercle oscu-
lateur à un cercle en un point est le cercle lui-même tandis
que le cercle osculateur à une droite en un point est la droite
elle-même c’est-à-dire un cercle centré à l’infini et de rayon
infini. Ainsi, la courbure en un point d’un cercle de rayon R

(resp. d’une droite) est 1
R (resp. 0).

Considérons l’arc de cercle d’équation :

γ0 (t) =
(√

2cos(t) ;
√

2sin(t)
)

, t ∈
[

3π

4
;
7π

4

]

Soit :

A = γ0

(
7π

4

)
= (1;−1)

et le segment d’extrémités B (3;0) et C (2;−1). Nous allons
réalisé une jointure G

2 entre γ0 en A et [BC] en B par une
courbe de Bézier de degré n. Nous devons avoir trois points
de contrôle en 0 et trois points de contrôle en 1, il est naturel
de prendre n = 5.

Nous avons P0 = A et P5 = B.

Nous avons :
−−→
dγ0

dt

(
7π

4

)
(1;1)

et nous pouvons prendre P1 défini par :

−−→
AP1 = 2

−−→
dγ0

dt

(
7π

4

)

d’où :

P1 (3;1)

d’où :
−−−→
P0P1 (2;2)

et : ∥∥∥−−−→
P0P1

∥∥∥= 2
√

2

Nous pouvons prendre P4 le symétrique de C par rapport
à B et nous avons :

P4 (4;1)

Le rayon du cercle étant
√

2, la courbure à γ0 en A est

ρ0 =

√
2

2
. La courbure à la courbe de Bézier en 0 est donnée

par la formule (33) d’où :

ρ0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω0 (n − 1)ω2 det


 1∥∥∥−−−→

P0P1

∥∥∥
−−−→
P0P1;

−−−→
P0P2




nω2
1

∥∥∥−−−→
P0P1

∥∥∥
2‘

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d’où :

det


 1∥∥∥−−−→

P0P1

∥∥∥
−−−→
P0P1;

−−−→
P0P2


=

ρ0nω2
1

∥∥∥−−−→
P0P1

∥∥∥
2‘

ω0 (n − 1)ω2

Prenons ω0 = 2, ω1 = 1
2 , ω2 = 2, ω3 = 2, ω4 = 3, ω5 = 1.
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Nous obtenons :

√
2

2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

8det


 1∥∥∥−−−→

P0P1

∥∥∥
−−−→
P0P1;

−−−→
P0P2




5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d’où :

̺ = det


 1∥∥∥−−−→

P0P1

∥∥∥
−−−→
P0P1;

−−−→
P0P2




=
5
√

2

16
≃ 0,442

Nous avons :

−→v1 =
1∥∥∥−−−→

P0P1

∥∥∥
−−−→
P0P1

i.e. :

−→v1 =

(√
2

2
;

√
2

2

)

d’où :

−→v2

(
−

√
2

2
;

√
2

2

)

et le point H est défini par :
−−→
P0H = ̺−→v2

i.e. :

H

(
11

16
;−11

16

)

et le point P2 est défini par :
−−→
HP2 =

−−−→
P0P1

c’est-à-dire P2

(
43
16 , 21

16

)
c’est-à-dire P2 (2,6875;1,3125).

Il reste à prendre P3 sur la droite (P4P5). Le choix est

P3

(
9

2
;
3

2

)
. La figure 1 montre la jointure G

2 entre un demi-

cercle et un segment.

Modifions le point C, le segment a pour extrémités
B (3;0) et C (3;−1). Nous avons n = 5, P0 = A , P5 = B,
P1 (3;1) et P4 (3;1) est le symétrique de C par rapport à B.
Nous gardons les poids ω0 = 2, ω1 = 1

2 , ω2 = 2, ω3 = 2,
ω4 = 3, ω5 = 1 et gardons :

H

(
11

16
;−11

16

)

et le point

P2

(
43

16
,
21

16

)

Il reste à prendre P3 sur la droite (P4P5). En gardant la
même relation barycentrique que précédemment, nous avons

P3

(
3;

3

2

)
. La figure 2 montre la jointure G

2 entre un demi-

cercle et un segment par une courbe de Bézier quintique.

Dans la figure 2, les droites (HP2) et (CB) sont sécantes,
il est donc possible de prendre le même point de contrôle
pour gérer la G

2-continuité ce quipermet de diminuer le de-
gré de la courbe de 1, mais il n’est plus possible de contrôler
une éventuelle C2-continuité en A et en B.

Nous avons n = 4, P0 = A , P4 = B, P1 (3;1) et P3 (3;1)
est le symétrique de C par rapport à B . Nous gardons
les poids ω0 = 2, ω1 = 1

2 , ω2 = 2 et ω3 = 3, ω4 = 1. Il
reste à calculer H1 puis P2 comme intersection des droites

Aff

{
H ;

−−−→
P0P1

}
et (BC). En reprenant le raisonnement

précédent, nous obtenons :

H

(
2

3
;−2

3

)

et le point

P2

(
3,

5

3

)

La figure 3 montre la jointure G
2 entre un demi-cercle et un

segment par une courbe de Bézier quintique.

Lorsque nous voulons faire une jointure en deux points
de courbure nul mais avec des tangentes parallèles, nous ne
pouvons pas prendre moins de six points. En revanche, nous
pouvons ne prendre que cinq points en introduisant, comme
point de contrôle, le vecteur

−→
0 . Comme exemple, prenons

une jointure G
2 entre les segments [AB] et [CD] avec

A (1;2), B (1;1), C (2;−1) et D (2;−2). Pour avoir une
jointure G

0 en B et en C, nous avons P0 = B et P4 = C.
Pour avoir une jointure G

1 en B et en C, nous prenons
P1 (1;0) et P3 (2;0). Pour avoir une jointure G

2 en B et

en C, via les corollaires ?? et ??, nous prenons
−→
P2 =

−→
0 . La

figure 4 montre la jointure G
2 entre deux segments par deux

courbes de Bézier quartiques γP et γQ de points massiques

de contrôle P0 = B, P1 (1;0),
−→
P2 =

−→
0 , P3 (2;0) et P4 = C

de poids ω0 = 1, ω1 = 1, ω2 = 0, ω3 = 1, ω4 = 1 d’une part
et Q0 = B,

−→
P1 (0;−1),

−→
P2 =

−→
0 ,

−→
P3 (0;1) et Q4 = C de

poids ̟0 = 1, ̟1 = 0, ̟2 = 0, ̟3 = 0, ̟4 = 1, d’autre
part.

5.3. Jointures entre une boucle du Folium de Descartes

et un arc d’une Lemniscate de Bernouilli

La boucle de la Lemniscate de Bernouilli est modéli-
sée par la courbe de Bézier rationnelle quadratique γP

de points pondérés de contrôle (P0;1),
(−→

P1;0
)

,
(−→

P2;0
)

,
(−→

P3;0
)

, (P4;1) avec P0

(
− 1

2 ;0
)

,
−→
P1

(
− 1

4 ;− 1
4

)
,
−→
P2 (0;0),

−→
P3

(
− 1

4 ; 1
4

)
et P4 = P0 via la translation de vecteur − 1

2
−→ı

[GFB22]. La boucle du Folium de Descartes est modélisée
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qp

qp
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P1

P2

P3

P4

B = P5

C

H

γ0

γ
C0

FIGURE 1: Jointure G
2 entre le demi-cercle γ0 et le segment [BC] par une courbe de Bézier rationnelle quintique γ et le

cercle osculateur C0 à γ0 en A et à γ en P0.

par la courbe de Bézier rationnelle cubique γQ de points de

contrôle Q0 = (0;2) de poids ωQ0
= 1,

−→
Q1 (2;0) de poids

ωQ1
= 0,

−→
Q2 (0;2) de poids ωQ2

= 0 et Q3 = Q0 de poids
ωQ3

= 1 via la translation de vecteur 1
2

−→ı + 2−→ [GFB22].
La figure 5 montre la boucle de la Lemniscate de Bernouilli
γP ainsi que la boucle du Folium de Descartes γQ.

5.3.1. Jointure entre γP et γR en P4 et γQ et γR en Q0

5.3.1.1. Jointure G
1 et C1 La courbe de Bézier γR réa-

lisant cette jointure est de degré 5. Pour obtenir une double
jointure G

0 entre γP et γQ par γR, nous avons :




R0

(
−1

2
;0
)

R5

(
1

2
;2
)

Avant d’aller plus loin, nous devons fixer les poids de la
courbe γR. Nous choisissons :





ωR0
= 2

ωR1
= 0

ωR2
= 1

ωR3
= 1

ωR4
= 0

ωR5
= 1

Pour avoir une jointure G
1 et C1 entre γP et γR en P4, nous

avons :

−4
1

ωP4

−→
P3 = 5

1

ωR0

−→
R1
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qp
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C

H
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γ
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FIGURE 2: Jointure G
2 entre le demi-cercle γ0 et le segment [BC] par une courbe de Bézier rationnelle quintique γ et le

cercle osculateur C0 à γ0 en A et à γ en P0.

ce qui donne :

−→
R1 = −4

5

ωR0

ωP4

−→
P3

d’où :
−→
R1

(
2

5
;−2

5

)

Pour avoir une jointure G
1 et C1 entre γQ et γR en Q0, nous

avons :

3
1

ωQ0

−→
Q1 = −5

1

ωR5

−→
R4

ce qui donne :

−→
R4 = −3

5

ωR5

ωQ0

−→
Q1

d’où :
−→
R4

(
−6

5
;0
)

5.3.1.2. Jointure G
2 Nous devons calculer les cercles os-

culateurs à γP en P4 et à γQ en Q0.

Comme nous avons
−→
P2 =

−→
0 , la courbure de γP en P4 est

le cercle osculateur à γP en P4 est la droite passant par P4

et de vecteur directeur
−→
P3. Ainsi, le point R2 appartient à

cette droite. Nous prenons :

R2

(
3

2
;−2
)
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FIGURE 3: Jointure G
2 entre le demi-cercle γ0 et le segment [BC] par une courbe de Bézier rationnelle quartique γ et le

cercle osculateur C0 à γ0 en A et à γ en P0.

Le vecteur tangent unitaire à γQ en Q0 est :

−→v1 =
1∥∥∥−→

Q1

∥∥∥
−→
Q1 = −→ı

et la condition de la formule (14) implique que le vecteur
normal principal est :

−→
N1 = −→

et, en utilisant la formule (30), la courbure du Folium de
Descartes en Q0 est :

ρ1 =
1

3

et le centre du cercle osculateur est O1 (0;5) et son rayon est
3.

Le point H1 de la droite définissant le lieu géométrique

des points R2 est défini par :
−−−→
Q0H1 = ρ1

−→
et nous obtenons :

H1

(
0;

7

3

)

et le point R3 appartient à la droite Aff {H1;−→ı } et nous
choisissons :

R3

(
−1;

7

3

)

La figure 6 montre une jointure G
2 et C1 entre la boucle

de la Lemniscate de Bernouilli γP et la boucle du Folium de
Descartes γQ par la courbe de Bézier rationnelle quintique
γR ainsi que les cercles osculateurs C1 à γQ en Q0 et C0 à
γP en P4.
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qp

qp

qp

qp

qp qp

−→
Q3

−→
Q1

A

BP0 = Q0

P1

−→
P2 =

−→
Q2 =

−→
0

P3

P4 = Q4C

D

γQ

γP

FIGURE 4: Jointure G
2 entre deux segments parallèles par

une courbe de Bézier rationnelle quartique.

5.3.2. Jointures entre γQ et γR en Q3 et γP et γR en P0

5.3.2.1. Jointure G
1 et C1 La courbe de Bézier γS réali-

sant cette jointure est de degré 5. Pour obtenir une double
jointure G

0 entre γP et γQ par γS , nous avons :




S0

(
1

2
;2
)

S5

(
−1

2
;0
)

Avant d’aller plus loin, nous devons fixer les poids de la
courbe γR. Nous choisissons :





ωS0
= 2

ωS1
= 1

ωS2
= 1

ωS3
= 1

ωS4
= 2

ωS5
= 1

Pour avoir une jointure G
1 et C1 entre γQ et γS en Q3 = S0,

nous avons :

−3
1

ωQ3

−→
Q2 = 5

ωS1

ωS0

−−−→
S0S1

ce qui donne :

−−−→
S0S1 = −3

5

ωS0

ωQ3
ωS1

−→
Q2

d’où :

S1

(
1

2
;−2

5

)

Pour avoir une jointure G
1 et C1 entre γP et γS en P0 =

S5, nous avons :

4
1

ωP0

−→
P1 = −5

ωS4

ωS5

−−−→
S5S4

ce qui donne :

−−−→
S5S4 = −4

5

ωS5

ωP0
ωS4

−→
P1

d’où :

S4

(
−2

5
;

1

10

)

5.3.2.2. Jointure G
2 et C2 Il reste à déterminer les points

de contrôle S2 et S3.

Comme nous avons
−→
P2 =

−→
0 , la courbure de γP en P0 est

le cercle osculateur à γP en P4 est la droite passant par P0

et de vecteur directeur
−→
P1. Ainsi, le point R2 appartient à

cette droite. Nous allons déterminer le point de cette droite
pour réaliser une jointure C2. En utilisant la formule (25), la
dérivée seconde de γP en P0 est :

−→a1 =
2n

ωP0

−→
P1 = 8

−→
P1

tandis qu’en utilisant la formule (42), la dérivée seconde de
γS en S5 est :

−→a2 = 10

(
ωS5

− 5ωS4

ω2
S5

)
ωS4

−−−→
S5S4 + 20

ωS3

ωS5

−−−→
S5S3

Pour obtenir une jointure C2, nous avons :

−→a1 = −→a2

d’où :

20
ωS3

ωS5

−−−→
S5S3 = 8

−→
P1 − 10

(
ωS5

− 5ωS4

ω2
S5

)
ωS4

−−−→
S5S4

qui se simplifie en :

−−−→
S5S3 =

2ωS5

5ωS3

−→
P1 − 1

2

ωS4

ωS3

(
ωS5

− 5ωS4

ωS5

)
−−−→
S5S4

et nous obtenons :

S3

(
3

10
;
4

5

)

Il reste à déterminer le point S2. En utilisant la for-
mule (39), la dérivée seconde de γQ en Q3 est donnée par :

−→a3 = 6
−→
Q2 + 6

−→
Q1
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FIGURE 5: Boucles d’une Lemniscate de Bernouilli γP et du Folium de Descartes γQ représentées par des courbes de Bézier

rationnelles cubique et quartique.
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et en utilisant la formule (39), la dérivée seconde de γS en
S0 est donnée par :

−→a4 = 10

(
ωS0

− 5ωS1

ω2
S0

)
ωS1

−−−→
S0S1 + 20

ωS2

ωS0

−−−→
S0S2

Pour obtenir une jointure C2, nous avons :

−→a3 = −→a4

d’où :

20
ωS2

ωS0

−−−→
S0S2

= −10

(
ωS0

− 5ωS1

ω2
S0

)
ωS1

−−−→
S0S1 + 6

(−→
Q2 +

−→
Q1

)

ce qui donne :

−−−→
S0S2 = −1

2

(
ωS0

− 5ωS1

ωS0

)
ωS1

ωS2

−−−→
S0S1

+
3

10

ωS0

ωS2

(−→
Q2 +

−→
Q1

)

d’où :

S2

(
17

10
;
14

10

)

La figure 7 montre une jointure G
2 et C2 entre la boucle

de la Lemniscate de Bernouilli γP et la boucle du Folium de
Descartes γQ par la courbe de Bézier rationnelle quintique
γS ainsi que les cercles osculateurs C3 à γQ en Q3 et C2 à
γP en P0.

6. Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons donné les propriétés différen-
tielles à l’ordre 2 des courbes de Bézier rationnelles à points
massiques de contrôle : vecteur vitesse, vecteur accélération,
courbure et cercle osculateur. Nous avons utilisé ces résul-
tats pour réaliser des jointures G

2 entre deux courbes. Dans
cette première approche, nous obtenons deux degrés de li-
berté rectiligne : le premier pour la jointure G

1 et le second
pour la jointure G

2. Dans un second temps, si nous voulons
en plus un jointure C1, nous n’avons plus qu’un degré de li-
berté. En revanche, si nous voulons en plus un jointure C2,
nous n’avons qu’une et une seule solution.

Dans un futur proche, nous comptons étudier ce type de
jointures en trois dimensions et nous intéresser en plus à la
torsion, via le repère de Frenet, des courbes de Bézier ration-
nelles.
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FIGURE 6: Courbe de Bézier rationnelle quintique réalisant une jointure G
2 et C1 entre la boucle de la Lemniscate de Ber-

nouilli γP et la boucle du Folium de Descartes γQ .
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FIGURE 7: Courbe de Bézier rationnelle quintique réalisant une jointure G
2 et C2 entre la boucle de la Lemniscate de Ber-

nouilli γP et la boucle du Folium de Descartes γQ .
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Annexe

Appendix A: Démonstration du théorème 2

Nous avons :
−−→
P0n(t) = χ (ω1)nt (1 − t)n−1

P̃1

+ χ (ω2)
n(n − 1)

2
t
2 (1 − t)n−2

P̃2 +

n∑

k=3

χ (ωi)Bk,n (t) P̃k

et :

d

dt
−→n (t) = χ (ω1)n

(
(1 − t)n−1 − t (n − 1)(1 − t)n−2)

P̃1

+ χ (ω1)
n(n − 1)

2

(
2t (1 − t)n−2 − t

2 (n − 2)(1 − t)n−3
)

P̃1

+

n∑

k=3

χ (ωi)
d

dt
Bk,n (t) P̃k

et :

d2

dt2
−→n (t) = χ (ω1)n(n − 1)

(
− (1 − t)n−2 −

(
(1 − t)n−2 − t (1 − t)n−3

))
P̃1

+ χ (ω2)
n(n − 1)

2

(
2(1 − t)n−2 − 2(n − 2)t (1 − t)n−2)

P̃2

+ χ (ω2)
n(n − 1)

2

(
−
(
2t (n − 2)(1 − t)n−3 − t

2 (n − 2)(n − 3)(1 − t)n−4))
P̃2

+

n∑

k=3

χ (ωi)
d2

dt2
Bk,n (t) P̃k

ce qui conduit à :




−→n (0) =
−→
0

d

dt
−→n (0) = nχ (ω1) P̃1

d2

dt2
−→n (0) = n(n − 1)

(
−2χ (ω1) P̃1 + χ (ω2) P̃2

)

Nous avons :

d (t) = ω0 (1 − t)n + ω1nt (1 − t)n−1 + ω2
n(n − 1)

2
t
2 (1 − t)n−2 +

n∑

k=3

ωiBk,n (t)

d’où :

d′ (t) = −ω0n(1 − t)n−1 + ω1n
(
(1 − t)n−1 − (n − 1) t (1 − t)n−2

)

+ ω2
n(n − 1)

2

(
2t (1 − t)n−2 − (n − 2)t

2 (1 − t)n−3
)

+

n∑

k=2

ωi
d

dt
Bk,n (t)
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et :

d′′ (t) = ω0n(n − 1)(1 − t)n−2

+ ω1n
(
− (n − 1)(1 − t)n−2 − (n − 1)

(
(1 − t)n−2 − (n − 2) t (1 − t)n−2

))

+ ω2n(n − 1)
(
(1 − t)n−2 − t (1 − t)n−3

)

+ ω2
n(n − 1)

2

(
− (n − 2)

(
2t (1 − t)n−3 − (n − 3)t

2 (1 − t)n−3))

+

n∑

k=2

ωi
d2

dt2
Bk,n (t)

ce qui conduit à :




d (0) = ω0

d′ (0) = n(ω1 − ω0)

d′′ (0) = n(n − 1)(ω0 − 2ω1 + ω2)

et :

d′′ (0)d (0) − 2
(
d′ (0)

)2

(d (0))3
=

n(n − 1)ω0 (ω0 − 2ω1 + ω2) − 2n2 (ω1 − ω0)2

ω3
0

= n
(n − 1)(ω0 − 2ω1 + ω2) − 2n(ω1 − ω0)2

ω2
0

et :

d′ (0)

(d (0))2
= n

ω1 − ω0

ω2
0

En utilisant la formule (20), nous avons :

d2−−→
P0γ

dt2
(0) = −2n

ω1 − ω0

ω2
0

nχ (ω1) P̃1 +
1

ω0
n(n − 1)

(
−2χ (ω1) P̃1 + χ (ω2) P̃2

)

= −2n
ω1 − ω0

ω2
0

n

(
χ (ω1) P̃1

)
+

1

ω0
n(n − 1)

(
−2χ (ω1) P̃1 + χ (ω2) P̃2

)

= −2n

(
n

ω1 − ω0

ω2
0

+
n − 1

ω0

)
χ (ω1) P̃1 +

1

ω0
n(n − 1)χ (ω2) P̃2

= 2n

(
ω0 − nω1

ω2
0

)
χ (ω1) P̃1 +

1

ω0
n(n − 1)χ (ω2) P̃2

et quatre cas sont à distinguer.
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— si ω1 = ω2 = 0 le vecteur accélération à la courbe en P0 est :

d2−−→
P0γ

dt2
(0) =

2n

ω0

−→
P1 + n

n − 1

ω0

−→
P2 (51)

— si ω1 6= 0 et ω2 = 0, le vecteur accélération à la courbe en P0 est :

d2−−→
P0γ

dt2
(0) = 2n

(
ω0 − nω1

ω2
0

)
ω1

−−−→
P0P1 +

1

ω0
n(n − 1)

−→
P2 (52)

— si ω1 = 0 et ω2 6= 0, le vecteur accélération à la courbe en P0 est :

d2−−→
P0γ

dt2
(0) =

2n

ω0

−→
P1 +

ω2

ω0
n(n − 1)

−−−→
P0P2 (53)

— si ω1ω2 6= 0 le vecteur accélération à la courbe en P0 est :

d2−−→
P0γ

dt2
(0) = 2n

(
ω0 − nω1

ω2
0

)
ω1

−−−→
P0P1 +

ω2

ω0
n(n − 1)

−−−→
P0P2 (54)

�


