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Résumé

Cet article s’intéresse aux jointures entre deux courbes données par une courbe de Bézier rationnelle quintique a
points massiques de contrdle. Pour ce faire, les propriétés différentielles de ces courbes de Bézier fournissent les
Sformules de calcul des courbures en 0 et I ainsi que le cercle osculateur idoine. Chaque jointure présente deux
degrés de liberté ou deux points appartiennent chacun a une droite. Si la jointure G2 est aussi une Jjointure C 2 alors
la solution est unique. Apres le cas d’école d’une jointure entre un cercle et une droite et en guise d’illustration des
résultats, deux exemples de jointures entre les boucles d’un Folium de Descartes et d’une Lemniscate de Bernouilli

sont présentés aux lecteurs.

Mots-clés : Courbe de Bézier, points massiques, cour-
bure, cercle osculateur, jointures

1. Introduction

N

Les courbes de Bézier sont les courbes a points de
contrdle le plus simple et ont été inventées par Pierre Bé-
zier [Béz86] chez Renault et Paul de Faget de Casteljau
[Cas85] chez Citroén. Ces courbes sont le lieu barycen-
trique de points pondérés [Far92,Far99,PT89]. Se pose alors
le probleme de ’existence de ces barycentres lorsque la
somme des poids s’annule [Gou83, Lad02, Lad03] puisque
dans ce cas, le barycentre n’existe plus et le résultat donne
un vecteur. La solution qui généralise la notion de bary-
centre consiste a utiliser des points massiques [FJ89, F192].
En utilisant ce concept, a 1’aide de changement de para-
metre homographique, il est possible de déterminer les pro-
priétés des coniques propres [Béc97, GB16, BG14] ce qui
est impossible en utilisant le concept de géométrie pro-
jective [PT95]. De plus, cette modélisation étant indépen-
dante de la structure métrique ou pseudo-métrique, il est
possible de I'utiliser dans I’espace de Minkowski-Lorentz
[LSD*14,DLG13,GB17,GBD*19,GBD*20] pour représen-
ter des surfaces canal [GBD17, GBMF15]. 1l est possible

aussi, via ce modele, de construire des cyclides de Dupin
en tant que surfaces de subdivisions [GDB*21b, GDB*21a].
Dans cet article, nous nous focalisons sur la jointure G2
entre deux courbes par une courbe de Bézier rationnelle
quintique a points massiques de controle..

Dans le paragraphe 2, nous faisons un rappel sur les points
massiques et les courbes de Bézier a points massiques de
contrdle. Dans le paragraphe 3, nous faisons un rappel sur
les types de jointure. Dans le paragraphe 4, nous faisons un
rappel sur les propriétés différentielles, vecteurs tangents et
courbures, des courbes de Bézier rationnelles a points mas-
siques de contrdle aux extrémités i.e. en O et en 1. Avant de
conclure et de donner des perspectives, dans le paragraphe 5,
nous donnons les méthodes pour réaliser une jointure G
entre deux courbes par une courbe de Bézier a points mas-
siques de contrdle. Nos donnons deux exemples de jointure
(une G,2 et C! et autre G,2 et C 1) entre une boucle d’une
Lemniscate de Bernouilli et une boucle d’un Folium de Des-
cartes.

2. Ensemble des points massiques

Dans ce paragraphe, nous nous plagons dans les plans vec-
toriel B et affine P, ceux-ci peuvent étre remplacés par tout
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espace affine £ de dimension n, n € N* — {1;2}, d’espace
vectoriel attaché ? Le plan affine est muni du repere ortho-
normé direct (0; 7';77).

2.1. Définition

L’ensemble des vecteurs du plan vectoriel B et des points
pondérés du plan affine P sont regroupés dans 1’espace P
défini par :

P=(PxR)U (P x{0}) (1)

et il est possible d’identifier PaP= B 3] 1?_{> L’idée est

de considérer le plan affine P comme un hyperplan de P

d’équation w = 1 : la coordonnée supplémentaire représente

le poids du point pondéré. Un point massique est soit un

point pondéré du plan P, soit un vecteur du plan vectoriel
a qui nous affectons un poids nul.

Rappelons que le barycentre d’une famille de points pon-
dérés dont la somme des poids est nul n’est pas un point,
mais le vecteur :

7 = Z wi]W—A:
icl
qui est indépendant du point M. Il est donc naturel de re-
grouper dans un méme espace les points pondérés de P et
les vecteurs de B identifié¢ a I’hyperplan de P d’équation
w = 0. Nous pouvons ainsi généraliser la notion de bary-

centre aux familles des points pondérés dont la somme des
poids est nulle.

Afin de pouvoir manipuler, de facon trés simple et tres
pédagogique, les coordonnées des points ou des vecteurs,
nous définissons 1’opération d’addition en utilisant que des
concepts faisant intervenir des transformations affines ou
vectorielles planes. Ainsi, 1’addition sur I’espace 73, notée
@, est définie de la fagon suivante :

e w-+ =0 implique :

(M;w)® (N;p)

(M;w)® (N;—w)

—
;0

Il
—~
€
=2

N————

(M;w)® (M;—w) = (wMM;O) = (3;0)
w~+ p # 0 implique :

(bar{(M;w);(N;u) };w+u>

(W;0)& (;0) = (U + 7;0)
Ww# 0= (M;w)® (;0) = (Tiﬂ(M);w) ol
T+ est la translation de P de vecteur .

Remarquons que le barycentre des points pondérés (M;w)

et (NV;u), avec la condition w + p # 0, s’exprime trés faci-
lement en utilisant la translation :

(M;w)® (N; ) =
(Miw+p)®(M;—p)®(N;pu) =

(M;w+ 1) ® (um;()) @)

(TLW(M);W‘FH)

wtp

et si o, p et w sont trois nombres non nuls, nous avons :
(M;aw)@® (ad;0) = (717 (M);ozw) 3)

d’une part et :

(M;aw)® (N;ap) =
“
(bar{(M;w);(N;u) };a(w+u)>

d’autre part. De plus, si w + p # 0, alors, nous avons :

(M;w) & (M;p) = (M;w+ p) (5)

Sur I’espace 73 nous définissons la multiplication par un

scalaire, notée ®, de la fagon suivante :

e 0 #0= a0 (M;w)=(M;aw)

ﬁ

o w# 0= 00 (M;w)= (0;0)

e a®(W;0)=(at;0)
Notons que la multiplication « ® (M ;w) permet d’exhiber la
différence profonde entre I’ensemble des points massiques et
I’utilisation des coordonnées homogenes dans le cadre de la
géométrie projective. De plus, la formule (3) peut s’écrire :

(M;aw)® (a;0) = a6 (M;w)® (T;0))  (6)

2.2. Courbes de Bézier rationnelles dans 7

Pour tout entier n non nul, B; ,, (t) désigne le 1+ i-eéme
polyndme de Bernstein.

Définition 1 (Courbe de Bézier rationnelle)

Soit (P;; Wi)ie[o;n]] n+ 1 points massiques de P.

Soit I ’ensemble des indices des points massiques ayant des
poids non nuls.

Soit J ’ensemble des indices des points massiques ayant des
poids nuls.

Soit la fonction w s définie sur [0;1] par :
wi(t) =Y wix Bin(t)
el
Un point massique (M;w) ou (;0) appartient a la courbe
de Bézier de points massiques de controle (Py;wi);c[o:n] »
notée BR{(Pi5wi)i€[[0;n]| }, s’il existe un réel ¢y de [0;1]
tel que :
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e siwy (tg) # 0 alors, nous avons :

— 1 —
OM = —— w; B (to) OF;
Wf (tO) ZEZI ) z,n( O) [

1
+ — B; o, (t ?z D
wf(to); n (to)

w o= wy (to)
e siwy (to) = 0 alors, nous avons :
= ZwiBi,n (to) OP,
i€l

_>
+ ZBi,n (to) P

ieJ

®

L’ensemble I est toujours non vide. Si J 1’est aussi, nous
avons une partie affine (O 131)

(7).
iceJ

Soit la fonction :

et une partie vectorielle
iel

x: R — R*
0 — 1 )
t —

-~ — ~ =
En posant P, = OPy, si wyp # 0 et P, = Py si wp =0,
I’équation (7) s’écrit :
1 n
M=———>"X(@)Brn (P, (10

n
> wk By () =0
k=0

~ . . ~ — .
ou M est un point massique avec M = OM si

n
~ =
Zka’“" (t) #0 et M = M dans le cas contraire.
k=0

3. Courbures et jointures géométriques

Définition 2 (Courbure d’une courbe) :

Soit v une courbe plane définie par une paramétrisation ré-
guliere 7y de classe au moins C~.

La courbure p(tg) ou’ py (to) 2 la courbe ~ en un point
v (to) est définie par :

N —
dy ) d2fy
det <E (to); 2 (to)

3

plto) = (1

H
dy
H T (to)

t. Cas ou plusieurs courbes sont mises en jeu.

Le cercle osculateur a une courbe -, en un point M ou la
courbure n’est pas nulle, est le cercle qui approxime [Lad02,
BG92] le mieux I’arc de courbe au voisinage du point M et
c’est le seul cercle tangent a v en M qui a au moins trois
points communs avec . Le rayon de courbure R (¢o) de
ce cercle est I'inverse de la courbure p (t() & la courbe en ce
point et est donné par :

R(to) =

12
p(to) (12)

Si la courbure p (tg) est nulle, le rayon de courbure R (¢g)
est infini c’est-a-dire que le centre du cercle osculateur est

PR . d? .
rejeté a Iinfini [Aud06]. Si EZ (to) n’est pas colinéaire a
_>

2—: (to), le centre de courbure 2 (¢o) du cercle osculateur

en My est déterminé par :

Mo (t) = R (to) P (o) (13)

ou 77 (to) out 77% (to) est le vecteur normal principal &
~ au point vy (tg) c’est-a-dire le vecteur normal et unitaire
vérifiant :

2
b d”y
to) e —5 (to) >0 14
" (to) ® = (to) (14)
Définition 3 (Jointure géométrique)
Soit g et 1 deux courbes planes définies respectivement
sur [a;b] et [¢;d].
La jointure géométrique entre g et y; est :
0 .-
— GV si b) = c);
Y0 (b) =71 (c) .
dm

. d
— G siyo(b) =41 (c) et £ () et 5 (c¢) sont non
nuls et colinéaires c’est-a-dire que les tangentes sont les
mémes au point de contact;
— G2 si la jointure est G est py, () = poy () et
—
nb, (to) = nk, (to) c’est-a-dire que les cercles oscula-
teurs sont les mémes au point de contact.

Finissons ce paragraphe par un exemple expliquant la dif-
férence entre une jointre G etune jointure C L Considérons
les segments de droites compris entre les points A(—1;1)
et O d’une part et O et B(1;1) d’autre part. L'union de
ces deux courbes est la courbe représentative de la fonction
valeur absolue sur [—1;1] et la tangente a la courbe repré-
sentative de cette fonction 0 n’existe pas : la jointure entre
ces deux segments n’est pas Gl. Une représentation para-
métrique du segment [AO] est donnée par :

t3
m@-(_ﬁ> (15)

1. Cas ou plusieurs courbes sont mises en jeu.
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ol ¢ € [—1;0]. Une représentation paramétrique du segment
[OB] est donnée par :

t2
Y2 (t)—< 2 > (16)

2
do-( ) ()
et:
Z(t):( o ) (18)

Ainsi, nous avons :
¥@=(8)=Z®

La jointure entre les courbes -1, définissant le segment
[AO], et 2, définissant le segment [OB] est Cet s’effectue
sur un point stationnaire.

4. Propriétés différentielles des courbes de Bézier en 0
etl

Lemme 1:
Soit v une courbe définie par O~y )

75 Alors :

— le vecteur tangent est :

—
dOy ., 1 dn (t) _ d (t) -
o V= am Ta @) t (19)

— le vecteur accélération est :

4207
dt? ®)
4" ) dt) -2 (d ()’
_ d0dw ;<»n@ 0
@d®?®
d(t) dn 1 d*n
— — W) +—=—5(t
(d(t))2 dt ) d(t) dt ®
Démonstration :
— Evident
— Nous avons :
i Ld—_ﬁ(t) —
dt \ d(t) dt -
—
) dn 1 dn

(d(t))2 dt d(t) dt

d’une part et :

(. dw -
“(amga>

(
_ A dng,
(d(t)?
1" 2 ’ 2
L W) —2&1@» d“kﬁz
(d(t))

d’autre part.

4.1. Etudeent =0

Soit n un entier supérieur ou égal a 3, wg non nul. En
posant P, = Py Py, si wg # 0 et P, = Py, si wy, =0, I’équa-
tion (9) s’écrit :

1 n
M=————— X Brn ()P (1)

> wkB (1)
k=0

n
~ = ~ =
avec M = PyM si E wyBn (t) #0et M = M dans le
k=0
cas contraire.

Nous avons :

Théoreme 1 ( Vecteur vitesse en 0 a une courbe de Bézier
de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit wg un réel non
nul. Soit v une courbe de Bézier de points massiques de
contrdle (Pp;wo), (P1;w1) et ...

Deux cas sont a distinguer :

_>
=0 et P1, le vecteur vitesse a la courbe en Py est :
d n —»
=07 (0) = L7 22)
t wo

— siwj # 0, le vecteur vitesse a la courbe en Py est :

— siwl

d _wy
=07 (0) = o Py Py (23)

Démonstration :

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, wp non nul. nous

avons :
Pon(t) = x(wi)nt(1—t)" 1P

n
+ waz By (1) i
k=2
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et:
d =—
EPOTL()
= Xw)n(1-0""—tlm-1)(1-0)""?) P
+ ZX wz Bkn( )Pk
ce qui conduit a :
Pon(() = 6>
d —
EPOTL(OS = nx(wi) P
Nous avons :
dt)=wo(1—t)"+wint(1—t)" +szBkn
d’out
dt) = —won(1—t"""!
+ win((1=0)" = —1)t(1-1)"?)
n
d
+ ZwiaBk,n(t)
k=2
ce qui conduit a :
d0) = wo
d(0) = —won+nw

En utilisant la formule (19), nous avons :

dPyy (0) 1 ~
o —wOnx(wl)P1

et deux cas sont a distinguer.
— siwy = 0. Alors x (w1) = 1 et nous obtenons :
dPoy (0) _ny
dt o wo !
— siwy # 0. Alors x (w1) = wy et nous obtenons :

dPy~y (0) nwi ——
20 _ 2 By

dt wo

Nous avons :

Théoréme 2 ( Vecteur accélération en 0 a une courbe de
Bézier de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit wg un réel non
nul. Soit v une courbe de Bézier de points massiques de
controle (Po;wO), (Pl;wl), (PQ;WQ) et...

Le vecteur accélération est :

—
dQPO’y wo — w1 ~
F(O) = 2n 7 X (w1) P1

0 (24)

Ln(n—1)x(w) P

wo
et quatre cas sont a distinguer :
— siwy =wsg =0, le vecteur accélération a la courbe en

est:

—
d? Povy 2n = -1
0)=—~P
dt? ( ) wo * n wo
— siwy # 0 etwse =0, le vecteur accélération a la courbe
en Py est:

P @5

—
d%Pyy
= 2n <w70 ;:wl) w1 Py Py (26)
0

+ —n(n—l)l?g>
wo

— siwy =0 etws # 0, le vecteur accélération a la courbe
en Py est:

—
d2P0’y 2n = wo
0 — P +—= 1) Py P 27
dtg()w1+0n(n)o2 (27
— si wiwsg # 0 le vecteur accélération a la courbe en Py
est:
—
_ d’Pn
— —
— op (0T PP (28)
wp
—
+ ﬂTL (n—1)Py P
wo
Démonstration :
cf. annexe A
[ ]

Il reste a calculer la courbure, et comme pour tous vec-
teurs U_S et v_f et pour tous réels «, 5 et A nous avons :

det (ag + Bv1; A7) = adet (v5; 07)

nous pouvons énoncer :

Théoréme 3 ( Courbure en 0 a une courbe de Bézier de
degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit wg un réel non
nul. Soit v une courbe de Bézier de points massiques de
controle (PQ;WO), (Pl;wl), (PQ;OJQ) et...
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La courbure p (0) en O est :

wo (n—1)x (w2)det | ——Py; P,

Py

(29)

12
nx(meaH

et quatre cas sont a distinguer :

— siwy) =wy =0, la courbure p (0) a la courbe en Py est :

wo (n—1)det i} PP
P
. (30)
n |7

— siwy # 0 etwg =0, la courbure p (0) a la courbe en Py

est:
wo (n—1)det ! POPl;I?g>
PoPy

(€29}

y 2
nw%HPgPlH

— siwy = 0etwa # 0, la courbure p (0) a la courbe en Py

est:
1 —_—
wo (n—1)wa det — 1:—’1>;P0P2
Py
5 (32)
dil

— siwywa # 0, la courbure p (0) a la courbe en Py est :

wo (n—1)wadet ! PyP1; Py P>
PyP;

(33)

2¢
—_—
nw% HPOPl H

Démonstration :

La courbure est :

n2

25 (n=1)x (w2) X (1) det (Pr: )

“o

p(0) = : -
|| &)

wo (n 1) x (wa)det (Ps P )

= e

mx(en)” |||

et il suffit de distinguer les quatre cas.
|

Trivialement, nous pouvons énoncer :

Corollaire 1 ( Courbure nulle en 0 & une courbe de Bézier
de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit wg un réel non
nul. Soit v une courbe de Bézier de points massiques de
controle (PQ;WO), (Pl;wl), (Pg;(ug) et...

La courbure en 0 est nulle si :

det (I-Z : ID;) —0 (34)

et quatre cas sont a distinguer :

— siw; =wsg =0, les vecteurs F; et F; sont colinéaires.

— siwy # 0 etwg =0, le vecteur P> est un vecteur direc-
teur de la droite (Py Py ).

— siwy =0etwsy # 0, le vecteur F{ est un vecteur direc-
teur de la droite (PpPz).

— siwjwsg # 0, les points Py, P; et Py sont alignés.

Démonstration :

wo (n = 1) x (w)det (P15 P ) L

I 3
nx(w)? |||

det (?’I, ﬁ;) =0

4.2. Etudeent =1
-~ —— -~ =
En posant P, = Pp Py, si wg # 0 et P, = Py, siwg =0,
I’équation (9) s’écrit :
n—1

M= S @) Bun P (9)

n
> @k By (1) =0
k=0
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n
~ = ~
avec M = P, M si E W Bi.n (t) # 0 et M = M dans le
k=0
cas contraire.

Etant donné les propriétés des courbes de Bézier et en par-
ticulier des polynomes de Bernstein, nous pouvons énoncer :

Théoréme 4 ( Vecteur vitesse en 1 4 une courbe de Bézier
de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit wy un réel non
nul. Soit v une courbe de Bézier de points massiques de
controdle ..., (Py—1;wn—1) et (Pn;wn).

Deux cas sont a distinguer :

— siwy,—1 =0, le vecteur vitesse a la courbe en Py, est :

d n
7071 =——Pu (36)

n

— siwy # 0, le vecteur vitesse a la courbe en P est :

o (1) = —n“n= 1PnPn I 37

De méme, nous avons :

Théoréme 5 ( Vecteur accélération en 1 a une courbe de
Bézier de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit wy, un réel non
nul. Soit v une courbe de Bézier de points massiques de
contrdle ..., (Py—2;wn—2), (Pn—1;wn—1) et (Pn;wn).

Le vecteur accélération est :

2P .
propl S
= o (S ) )PSO
n

1 —~
+ —nm—-1)x(wn—2)Pp-2
Wn
et quatre cas sont a distinguer :

— Siwp_—1 =wp_2 =0, le vecteur accélération a la courbe

en Pp est:
—
P, M = 1=
7t ()= P i+n——P oy (39)
dt Wn Wn
— siwy # 0 et we =0, le vecteur accélération a la courbe
en Pp est:
—
d%Ppy n
dt?
- _ B
= 2n <M2wnl> Wn_1PnPa_1  (40)
Wn,

1 e
+ —nn—-1)Py,_2

Wn

— siwy = 0etws # 0, le vecteur accélération a la courbe

en P, est:
Py W
dt?

= —In-1
Wn

Wnp—2
Wn

e
+ n(n—1)PpPy_2

— si wp—1wn—2 # 0 le vecteur accélération a la courbe en
Py oest:

—
d2 P~y .
a2 W
- o <w2w"_1)wnlp—>npnl 42)
Wn
_ —_—
+ %n(n—l)PnPn,g
n

Nous pouvons énoncer :

Théoréeme 6 ( Courbure en 1 a une courbe de Bézier de
degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit wy un réel non
nul. Soit v une courbe de Bézier de points massiques de
contrdle ..., (Pn—2;wn—2), (Pn—1;wn—1) €t (Pn;wn).

La courbure p (1) en 1 est :

wn (n—1)x (wn—2)det Pp_1;Pn—2

Pn1

“43)

‘ —

Pn1

nx (anl)2

et quatre cas sont a distinguer :

— 8l wp—1 = wp—2 = 0, la courbure p(1) a la courbe en
Py est:

n17

wn (n—1)det :—H HPn 1,Pn 2

(44)
L=}

— siwp—1 #0etwy_o =0, la courbure p (1) a la courbe
en P, est:

Wn(n dOt ﬁpnpn 1,Pn 2
[[PPoi|

(45)
ety [P

— siwy = 0etwsg # 0, la courbure p (1) a la courbe en Py,
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est:

—_— =

wn (n—1)wadet | ——=—Pp—1;PnPn—2

17~ 1H

—
o[

(46)

— Sl wp—1wn—2 # 0, la courbure p (1) a la courbe en Py,
est:

I
wnp (N — 1) wa det Py, 1 PpPp_o
HPn M

47

—_— 512
nwiilHPnanH

Trivialement, nous pouvons énoncer :

Corollaire 2 ( Courbure nulle en 1 a une courbe de Bézier
de degré n)

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Soit wg un réel non
nul. Soit v une courbe de Bézier de points massiques de
contrdle ..., (Py—2;wn—2), (Pn—1;wn—1) et (Pn;wn).

La courbure en 0 est nulle si :

det (13;71; TDJT_E) —0 8)

et quatre cas sont a distinguer :
. = =

— Siwp—1 = wp—2 =0, les vecteurs P, _1 et P,,_o sont
colinéaires. .

— siwp—1 #0etwy_2 =0, le vecteur P,,_o est un vec-
teur directeur de la droite (PpPp—1).

— siwp—1 =0etwy_2 #0, le vecteur P,,_1 est un vec-
teur directeur de la droite (Pp P,—2).

— sl wp—1wn—2 # 0, les points Py, P,_1 et P,_o sont
alignés.

Démonstration :

Wn (n - 1)X (Wn—2)det (Pn—IS Pn—Z)
=0 <=

mx(wn—)? || Py 1H

det (Pn_l,Pn_g) =0

5. Jointure G2 entre deux courbes par une courbe de
Bézier de degré n

Notation 1 :

Aff{A; B} désigne la droite affine passant par les points A
et B.

Aff{A; WY} désigne la droite affine passant par le point A
et de vecteur directeur

5.1. Préambule

Commencons par la construction de ligne de niveau via
un déterminant.

Proposition 1 (Droite définie comme ligne de niveau d’un
déterminant) :

Soit A (z4;y4) et B(zp;yp) deux points distincts et ¢ un
nombre réel et ¥ un vecteur non nul.

1. Soitﬁ: LB@ ouv_f: L?
[t
2. Soitvs =— (010 )T+ (010 7)) 7.

3. Soit H défini parﬁ = Q@.
4. Soit M défini par HM = A\vj ou A € R..

Alors, lorsque A décrit R, le point M décrit la droite passant
par le point H et de vecteur directeur 1 si et seulement si :

det (17{; F\/[) —0 (49)

Démonstration :

Soit 71 (a;b) avec a® +b? = 1. Soit v3 = (—b;a).
Soit H défini par ﬁ = gv_%.

Nous avons AH = (—ob; 0a)

det (Ff,m) = det (vl,ﬁ) + det (171>,HM)

Or:

det (W, zﬁ) =

Notons que nous avons :
det (v—f,zﬁ) = @nﬁ: 0

ce qui permet de faire le lien avec la notion de ligne de ni-
veau.
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Corollaire 3 () :
En reprenant les hypotheses et la construction du point H
dans la proposition 1, la base (ﬁ7 % ) est directe.

Démonstration :

et:

= |of|l x |[53]| x sin (v1;73)
—
= sin(v{;03)

ce qui conduit a :
d’ou:

|
Lorsque le point pondéré est remplacé par le vec-

— . —
teur P2, le déterminant det (ﬁ s AM ) est remplacé par

- . . £ N
det (o] ;M ) etil n’y a plus de point. La démarche est tres

ressemblante, il suffit d’écrire :

M = ov3 + Av{
car:
_>
det (v_f;M) = det (v1; 003 + \v7)
= odet(v{;v3) +\ det (v1;07)
=1 =0

= 0

et la formule (49) est remplacée par :
det (01; 003 + A\o1) = 0 (50)

mais, si o # 0, lorsque A décrit R, le vecteur gv_g> + )\ﬁ
n’appartient pas a une droite vectorielle.

5.2. Jointures entre un arc de cercle et un segment

Cet exemple est un cas « école » puisque le cercle oscu-
lateur a un cercle en un point est le cercle lui-méme tandis
que le cercle osculateur a une droite en un point est la droite
elle-méme c’est-a-dire un cercle centré a ’infini et de rayon
infini. Ainsi, la courbure en un point d’un cercle de rayon R

) : 1
(resp. d’une droite) est 5 (resp. 0).
Considérons I’arc de cercle d’équation :
3m 771'}

Yo (t) = (\/icos(t);\/isjn(t)) Jte [I; -

Soit :
7
A=n0 (Zﬁ) =(1;-1)

et le segment d’extrémités B (3;0) et C'(2; —1). Nous allons
réalisé une jointure G2 entre g en A et [BC] en B par une
courbe de Bézier de degré n. Nous devons avoir trois points
de contrdle en 0 et trois points de contrdle en 1, il est naturel
de prendre n = 5.

Nous avons Py = Aet P; = B.

Nous avons :
—
@ (7_7T) (1. 1)
dt \ 4 '
et nous pouvons prendre P; défini par :
—
— dvo ( T )
AP =2——( —
YT a4
d’ou :
P1(3;1)
d’ou:
PoPy(2;2)
et:
[ -

Nous pouvons prendre Py le symétrique de C' par rapport
a B et nous avons :

Py (41)

Le rayon du cercle étant v/2, 1a courbure 2 Yo en A est

po = g La courbure a la courbe de Bézier en 0 est donnée
par la formule (33) d’ou :

wo (n—1)wa det ;PQP]_;PQ_F@

|77

po = o

nw%HPOPlH

d’ou :
2 z
R
det PoPi; PP

Hpopl’H wo (n—1)wz

Prenons wg =2, w; = %,WQ =2,w3=2,wq4 =3, w5 =1.
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Nous obtenons :

8det ! PyPy; PyPs
V2 _ o
2 5
d’ou :
o= det POP1,POP2
HPole
5V2
= — ~0,442
16 ’
Nous avons :
1 —
9 = ——r PP
|7
ie.:
V2 V2
=TT
d’ou :
a2 V2
272

et le point H est défini par :

PoH = ot}

11 11
H(Tﬁ _1_6)

et le point P» est défini par :

ie.:

HP, = ByP,
c’est-a-dire P» (167 %6) c’est-a-dire P» (2,6875;1,3125).
Il reste a prendre Ps sur la droite (P4 Ps). Le choix est
P3 ( % ;) La figure 1 montre la jointure G? entre un demi-
cercle et un segment.

Modifions le point C, le segment a pour extrémités
B(3;0) et C'(3;—1).Nous avonsn =5, Py = A, P = B,
Py (3;1) et P4 (3;1) est le symétrique de C' par rapport a B.
Nous gardons les poids wg = 2, w1 = %, wo =2, w3 =2,
wa = 3, ws = 1 et gardons :

11 11
H(l_@"_ﬁ)

43 21
P (I_G’E)

et le point

11 reste a prendre Ps sur la droite (PyPs5). En gardant la
méme relation barycentrique que précédemment, nous avons

P3 (3; %) . La figure 2 montre la jointure G? entre un demi-

cercle et un segment par une courbe de Bézier quintique.

Dans la figure 2, les droites (H Ps) et (C' B) sont sécantes,
il est donc possible de prendre le méme point de contrdle
pour gérer la G2 -continuité ce quipermet de diminuer le de-
gré de la courbe de 1, mais il n’est plus possible de contrdler
une éventuelle C2-continuité en A et en B.

Nous avonsn =4, Pp=A, Py =B, P; (3;1) et P3(3;1)
est le symétrique de C' par rapport a B . Nous gardons
les poids wp = 2, wlz%,wQ:ZetW3:3,w4:1. 1l
reste a calculer Hj puis P> comme intersection des droites

—
Aff {H ;PoPl} et (BC). En reprenant le raisonnement

précédent, nous obtenons :

et le point

5
P2(3’§)

La figure 3 montre la jointure G? entre un demi-cercle et un
segment par une courbe de Bézier quintique.

Lorsque nous voulons faire une jointure en deux points
de courbure nul mais avec des tangentes paralleles, nous ne
pouvons pas prendre moins de six points. En revanche, nous
pouvons ne prendre que cinq points en introduisant, comme
point de contrdle, le vecteur 0. Comme exemple, prenons
une jointure G2 entre les segments [AB] et [CD] avec
A(1;2), B(1;1), C(2;—1) et D(2;—2). Pour avoir une
jointure G en B et en C, nous avons Py=BetPy=C.
Pour avoir une jointure G' en B et en C, nous prenons
Py (1;0) et P3(2;0). Pour avoir une jointure G2 en B et
en C, via les corollaires ?? et 2?, nous prenons Py = ﬁ La
figure 4 montre la jointure G? entre deux segments par deux
courbes de Bézier quartiques fy p et 73 de points massiques
de contréle Py = B, P (1;0), P2 =0,P3(2;0)et Py =C
de poids wg =1, w1 =1, w2 =0, W3—1 w4 = 1 d’une part
et Qo = B, P, (0;—1), Py = 0, P3(0;1) et Qs = C de
poids wg =1, w1 =0, wa =0, w3 =0, w4 = 1, d’autre
part.

5.3. Jointures entre une boucle du Folium de Descartes
et un arc d’une Lemniscate de Bernouilli

La boucle de la Lemniscate de Bernouilli est modéli-
sée par la courbe de Bézier rationnelle quadratique vp

de points pondérés de controle (Py;1), (F{ ;O), (1?2> ;0),

= = s
(Pg;()) (Py;1) avec Py (—%;0). P (—§:—1). P2 (0;0),
1 —>

P3 ( I 4) et Py = Py via la translation de vecteur —5 ¢
[GFB22]. La boucle du Folium de Descartes est modélisée
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FIGURE 1: Jointure G2 entre le demi-cercle ~o et le segment [BC] par une courbe de Bézier rationnelle quintique -y et le

cercle osculateur €5 a g en A et a vy en Py.

par la courbe de Bézier rationnelle cubique ¢ de points de
contrdle Qo = (0;2) de poids wg, = 1, 67{ (2;0) de poids
wq, =0, Q2(0;2) de poids wg, =0 et Q3 = Qo de poids
w@, = 1 via la translation de vecteur %? + 27 [GFB22].

La figure 5 montre la boucle de la Lemniscate de Bernouilli
vp ainsi que la boucle du Folium de Descartes 7¢.

5.3.1. Jointure entre vp et v en Py et g et yg en Qg

5.3.1.1. Jointure G' et C; La courbe de Bézier YR réa-
lisant cette jointure est de degré 5. Pour obtenir une double
jointure GY entre P etyq par YR, nous avons :

1

Ro (‘5%0)
1

Bs (5’2)

Avant d’aller plus loin, nous devons fixer les poids de la
courbe vg. Nous choisissons :

WR, = 2
wr, = 0
WR, = 1
wr, = 1
wr, = 0
WRs = 1

Pour avoir une jointure G'etC! entre vp et YR en Py, nous
avons :
1 = 1
P3=5
wp, WR,

4 R
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FIGURE 2: Jointure G2 entre le demi-cercle ~o et le segment [BC] par une courbe de Bézier rationnelle quintique -y et le

cercle osculateur €5 a g en A et a vy en Py.

ce qui donne :

— 4 —
RlZ—gWRO 3
wp,
d’ou :
— /(2 2
R (5-3)
\5 75

Pour avoir une jointure G'etC'entre g et YR en Qg, nous
avons :

1 = 1 =
3 Q1=-5 Ry
Qo Rs
ce qui donne :
— 3 WRy =
Ry=—+""2Q
“Qo

d’our :

5.3.1.2. Jointure G2 Nous devons calculer les cercles os-
culateurs a yp en P4 eta v en Qo.

Comme nous avons 1?5 = ﬁ, la courbure de vp en Py est
le cercle osculateur a yp en Py est la droite passant par Py
et de vecteur directeur P3. Ainsi, le point Ro appartient a
cette droite. Nous prenons :

3
B (5?‘2)
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FIGURE 3: Jointure G2 entre le demi-cercle ~o et le segment [BC] par une courbe de Bézier rationnelle quartique ~y et le

cercle osculateur €5 a g en A et a vy en Py.

Le vecteur tangent unitaire a ¢ en Qo est :

— 1 = -
v = —=m7@1="1

|1

et la condition de la formule (14) implique que le vecteur
normal principal est :

%

Ni=7
et, en utilisant la formule (30), la courbure du Folium de
Descartes en Qg est :

1
P1=3

et le centre du cercle osculateur est O1 (0;5) et son rayon est
3.

Le point H; de la droite définissant le lieu géométrique

des points Ro est défini par :

—
QoH1=pm7

7
H (0;5)

et le point R3 appartient 2 la droite Aff {H1; 7'} et nous
choisissons :
7
s (-155)
8 3

La figure 6 montre une jointure G2 et C! entre la boucle
de la Lemniscate de Bernouilli vyp et la boucle du Folium de
Descartes 7y par la courbe de Bézier rationnelle quintique
YR ainsi que les cercles osculateurs 41 a yg en Qg et 6p a
vp en Pjy.

et nous obtenons :
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Py=Qo 9B

Q1

Py

P=Qs=T ol
7
I C QPyr=0Qq
|
|
|
| oD
1

FIGURE 4: Jointure G entre deux segments paralléles par
une courbe de Bézier rationnelle quartique.

5.3.2. Jointures entre 7 et v en Q3 et yp et yr en Py

5.3.2.1. Jointure G1 et C; La courbe de Bézier g réali-
sant cette jointure est de degré 5. Pour obtenir une double
jointure GY entre Yp €t YQ par yg, nous avons :

1
50(5’2)
1
S5 (‘5;0)

Avant d’aller plus loin, nous devons fixer les poids de la
courbe . Nous choisissons :

ws, = 2
ws, = 1
wg, = 1
ws, = 1
ws, = 2
wg, = 1

Pour avoir une jointure G1 et C! entre Y@ etys en Q3 =39,
nous avons :

1 —
3y =525
wQs WSy

SoS1

ce qui donne :
e 3 —
505 = —2 Y8
S wQ,ws,

1 2
(52)
2" 5
Pour avoir une jointure Gtet Ct entre ypetygen Py =
S5, nous avons :

d’ou :

1 = s
4~ P, =-52515.5,
OJPO st
ce qui donne :
—_— %
5554:_é&p
dwp,ws,
d’ou:
2 1
()
\7510

5.3.2.2. Jointure G2 et Co Il reste 2 déterminer les points
de contrdle So et Ss.

Comme nous avons F—’; = 6}, la courbure de vp en Py est
le cercle osculateur a vp en P est la droite passant par Py
et de vecteur directeur P;. Ainsi, le point Ry appartient a
cette droite. Nous allons déterminer le point de cette droite
pour réaliser une jointure C 2 En utilisant la formule (25), la
dérivée seconde de yp en Py est :

2n —> —
ai = _npl =8P
(:Jpo
tandis qu’en utilisant la formule (42), la dérivée seconde de
v en Sy est :

-5 — o
@ =10 <M> ws, 5554 +20-32 53¢

2
wg,

5

Pour obtenir une jointure €2, nous avons :

al = a3
d’ou:
— — -5 —
200.)53 S5S53 =8P — 10 LQW& wg,S554
wss st

qui se simplifie en :

2&)551?1}_1@ wg, — dwg, m
Swg, 2wg, wg

3 4
53 (m’g)

Il reste a déterminer le point S2. En utilisant la for-
mule (39), la dérivée seconde de ¢ en Q3 est donnée par :

S5S3 =
5

et nous obtenons :

—
@ =6Q2+6Q1
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A

3 4
|
7Q
24+ Q0 = >» 0,
0
1 .
P
24
- =
P2 \: O P4 | | |
| |J | | |
1 Fo 1 2 3
P

FIGURE 5: Boucles d’une Lemniscate de Bernouilli yp et du Folium de Descartes 7y représentées par des courbes de Bézier
rationnelles cubique et quartique
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et en utilisant la formule (39), la dérivée seconde de yg en
So est donnée par :

wg, — Ow, — we, ==
a_i:l() M wg, S0S51 +20 S28052
wg, ws,

Pour obtenir une jointure C?, nous avons :
a} = aj

d’ou :

W, ——
52 555
LUSO

wg, — dw - - =

= —10<M>w515051+6(622+@1)

w
So

20

ce qui donne :

i L (e s

- aem (@)

17 14
52 (E’E)

La figure 7 montre une jointure G2 et C? entre la boucle
de la Lemniscate de Bernouilli vp et 1a boucle du Folium de
Descartes «y par la courbe de Bézier rationnelle quintique
75 ainsi que les cercles osculateurs 63 a 7 en Q3 et 62 a
vp en Fy.

d’ou :

6. Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons donné les propriétés différen-
tielles a I’ordre 2 des courbes de Bézier rationnelles a points
massiques de contrdle : vecteur vitesse, vecteur accélération,
courbure et cercle osculateur. Nous avons utilisé ces résul-
tats pour réaliser des jointures G? entre deux courbes. Dans
cette premiere approche, nous obtenons deux degrés de li-
berté rectiligne : le premier pour la jointure G! et le second
pour la jointure G2. Dans un second temps, si nous voulons
en plus un jointure €', nous n’avons plus qu’un degré de li-
berté. En revanche, si nous voulons en plus un jointure C 2,
nous n’avons qu’une et une seule solution.

Dans un futur proche, nous comptons étudier ce type de
jointures en trois dimensions et nous intéresser en plus a la
torsion, via le repere de Frenet, des courbes de Bézier ration-
nelles.
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FIGURE 6: Courbe de Bézier rationnelle quintique réalisant une jointure G2 et C! entre la boucle de la Lemniscate de Ber-
nouilli yp et la boucle du Folium de Descartes ¢
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FIGURE 7: Courbe de Bézier rationnelle quintique réalisant une jointure G2 et C? entre la boucle de la Lemniscate de Ber-

nouilli yp et la boucle du Folium de Descartes ¢
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Appendix A: Démonstration du théoréme 2

Nous avons :

et:

et:

ce qui conduit a :

Nous avons :

d’ou :

d(t)

Annexe
m(t) = xw)nt(1—)" 1P
+  x(w2) n(n2— 1) t2(1_t)n72ﬁ;+;3><(wi)3k,n O
%ﬁ(t) = xw)n(@-0" " —ta-1)A-0)"" )P
+ xn™ D a2y B

v () D (a2 (1" - -2 -8 (1" ) P
d? ~
ZX(Wi)WBkn(t)Pk
k=3
7O = O
950 = ax@)h
> —~ —~
L0 = a1 (2@ P +x) )

n(n—1)

=wo(1=0)" Fwint (1 ="~ Fwp—= t? (1=0)" "2+ Y wiByu (1)
k=3
dt) = —won(1—)" " +win ((1-0)"""=(n-1)t(1-1)""?)
b owpt= (2t(1—)" 2= (n—-2)2(1-1)""?)

2

n
d
+ %wiaBk,n (t)
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et:
d'(t) = won(n—1)(1—t)"">
+ wln(—(n—l)(l—t)niz—(n—l)((1—'5)"72_(”_Q)t(l_t)nd))
+ won(n—1) (1-1)" 2 —1(1—1)""?)
+ ™D (o) (20" -3 ?)

ce qui conduit a :

d(0) = wo
d'(0) = n(wi—wo)
d’(0) = n(n—1)(wy—2w1+ws)
et:
& (0d©0)=2( () n(n—1)wo (wo — 21 +wa) — 2% (w1 —wo)®
(d(0))° - wg
. (n—1) (wo — 2wy -H;JQ) —2n (w1 —wp)?
“o
et:
d(0) _  wi—wo
(d(0))? “

En utilisant la formule (20), nous avons :

—
d’P, w1 —w ~ 1 —~ —~
20 (0) = 202 ) P (o= 1) (=2x (1) P+ x (w2) P )
wh wo
w1 —w =~ 1 ~ —~
= —2 0 (@) Pr) + —n(n—1) (~2x (@) Pr+x (w2) o)
wh wo
w1 —wo n—1 —~ 1 —~
= —2n (n72+—>X(wl)P1+—n(n—1)X(w2)P2
wo wo wo
wo — nNw -
= ( Owg 1)X(w1)P1+—n(n—1)X(w2)P2
0

et quatre cas sont a distinguer.
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— siwy = wsg = 0 le vecteur accélération a la courbe en Py est :

—
d?’P, 2n = n—1=
dt§7 (0)= =P +n——P (51)

— siwy # 0 etwy =0, le vecteur accélération a la courbe en Py est :

—
d%P -
07 (0) — (WO nwi

dt2 2

)wlPoPl +Lam-1F 52)

— siwg = 0etwsy # 0, le vecteur accélération a la courbe en Py est :

d? Povy 2n—=r  wo —
a2 (0):w—0P1+w—0n("_1)P0P2 (53)
— si wiwa # 0 le vecteur accélération a la courbe en Py est :
d2P0’y wo — Nw1 —  wo —
0)=2n| —=— |wiPoPi1+ —=n(n—1)PyP; (54)
dt? ( wg > wo



